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FUggvenyek hatarérteke,
folytonossago

FOGGVENYEK HATARERTEKENEK SZAMITASA, PELDAK FOLYTONOS
FUGGVENYEKRE

(NY epougamalpw-Ip|0Iso|oq)




Olvasmany:

Nehdny nevezetes fuggvenyhatarertek

A késObbiekben sziikségiink lesz a kovetkezo harom nevezetes fliggvény-

hatarértékre.

1. példa 1
lgazoljuk, hogy lim —=0.

X—o0o X

Megoldas
Béarmely x, > 1-re teljesiil, hogy [x,] <x,<|[x,] + 1. Jelolje m =[x, ]-t,
igy reciprokaikra: 1 < 1 Si. Mivel x, — oo, ebbdl adoddan
;| m +1 x, m
m — oo €s lim —=0. A renddrelvet alkalmazva:
m-—oo M
0= lim 1 < lim LS lim le.

m—oeom+1l x,—e X, m—oeem

) 27 ’ # y . 1
Mivel x, tetszOleges végtelenbe tartod sorozat, ezért lim —=0.
X—oo X



2. példa |
sin X

Szamoljuk ki a kovetkezé hatarértéket: lim —.
x—=0 X

Tekintsuk az f: R\{0} - R, f(x) = % fOggvényt.

Ez a fUggvény pdros, mivel Sm_(;x) === === ezért elegends a

pozitiv tagokbdl allo x,, sorozatokat vizsgdini.

Abrdzoljuk egy koordindtarendszerben az x, sinx, tgx értékeit, ha
0<x< % (Idsd dabra).

Hatdrozzuk meg az abrdan Iathatd OCB haromszog, OCB korcikk €s
ODC hdromszdg terUletét:

sinx

tgx

C

e |

'1

23. abra



OCB hdromszog terllete:

OC=1 oldalhoz tartozd magassag sinx, ezért Tycg = 1'52i"x
OCB korcikk terUlete:

v é > 4 ; 1-x
Qz Iv €s a sugar szorzatanak a fele, ezért Tocpy, = —
OCD hdaromszog terllete:
OC=1 oldalhoz tartozé magassag tgx, ezért Tpcp = 1-tzgx

A terUletek k&zott nyilvanvaldéan fenndll az aldbbi egyenldtlenseg-lanc:

Tocs < Toces < Tocp-

y

tgx

C

1 X

23. abra



Tehdt:
Toce < Tocps < Tocp, OZAZ

sin x X tgx “
<Z<Z amibdl
2 2 2 '
SIn X

sinx < x < )
COS X

Barmely hegyesszOg szinusza pozitiv, ezért ha vele végig osztunk, a reldcids jel nem vdaltozik.
A reciprokukat véve viszont fordul a relacos jelek irdnya:

1> Sl > COS X.

X
Ha x,, - 0, akkor 1 - 1 és cosx,, » 1 (mivel a koszinusz fuggvény folytonos).
A rendérelv alapjdn ebbdl kdvetkezik, hogy m

~ sinx,
lim =
Xn—0  Xp




” Megoldas
3. pelda V ,
X Legyen x, > 1 és x, — oo. Ha [x,| = m,,, akkor

: . 1
lgazoljuk, hogy lim (1+—| =e. m <z <m +1
X—> o0 X nem
A hatvanyozas tulajdonsagai miatt:

ml? xl’l ’nll+1
1+ L < |1+ L < |1+ L )
n,+ 1 Tep m,

Mivel x,, — oo, ezért m, — oo, €s

m,+1 -1 X, m, 1
[1+ 1 ) -(1+ : j S(l+i) S(1+ij -(1+i].
Wil m,+1 X m, m,

A konstans kitev0ji m, -t tartalmazo tényezOk 1-hez tartanak, mig
az m,-t tartalmazo kitevgjlek e-hez tartanak. A rendorelv értelmében
igy barmely x, > 1, x,, = oo sorozatra:

1 'xn
lim (1 - —j =e.
X;, —>20 X

n

Megjegyzés: Ha x,, — —oo, a bizonyitas hasonlo, €s a fiiggvény hatarértéke ujra e.



Kidolgozott mintafeladatok:

Nézziink most néhany fogast, amelyeket kiilonb6zo fiiggvények
hatarértékének meghatarozasanal alkalmazhatunk. Ezekben felhasz-
naljuk a fenti harom példa eredményét. A feladatok megoldédsa soran
a problémat folytonos fliggvényekre probaljuk visszavezetni: ha sikertil,
akkor a hatarért€k egyenld a fiiggvény helyettesitési értékével. Kihasz-
naljuk azt, hogy az altalunk i1smert elemi fiiggvények az értelmezési
tartomanyuk minden pontjdban folytonosak (az egészrész, a tortrész,
a szignum €s az abszolut érték nem elemi fiiggvény).

A kovetkezd feladatokat tortes feladatoknak nevezziik. Mds fogast kell
bevetniink, ha véges helyen, illetve ha végtelen helyen kell a fiiggvény
hatarért€két vizsgalni. Az elso feladatcsokor véges helyen vett hatar-
értékek meghatarozasaval foglalkozik.



4. példa
Szamoljuk ki a kdvetkezo hatarértékeket:

. X+3 o x2 -1

| : b) lim ;
Y x|£>n0X2—5X+6 )x|—>1X—'|

. x—2 x|

I ; d) lim—.
¢) x@2x2—5x+6 )x|—>0X
Megoldas (a)

Az ilyen tipusu feladatoknal el0szor azt nézziik meg, hogy azon
a helyen, ahol a fiiggvényhatarért€ket vizsgaljuk, értelmezve van-e a
fliggvény. Ha igen, akkor a fliggvény ezen a helyen folytonos, €s
a fliggvény hatarért€ke egyenld a fiiggvény helyettesitési értékével.
Mivel az x = 0 helyen x? — 5x + 6 # 0, ezért a hatdrérték a fiiggvény-
érték lesz. gy




Megoldas (b)

A fiiggvény x = 1 pontban nincs értelmezve, mivel nevezgje 0. Ilyen
esetben érdemes megprobalkozni azzal, hogy szorzatta alakitjuk a neve-
zOt €s a szamlalot. Ha a szorzatta alakitds utan sikeriil egyszerdsiteni,
akkor ujra vizsgalnunk kell, hogy a maradék folytonos-e az adott

pontban. Ha igen (mint esetiinkben), akkor a hatarértéket behelyette-

sitéssel meg tudjuk hatarozni: Vigyazzunk, y = X-=]
’ X -1

2 "

.oxc =1 . +DHx-1) . csak akkor egyenls

lim = lim = lim (X = 1) =2 y = x + 1 fiiggvénnyel,

x—=1 x—-1 x-1 x—1 x—1 ha D = R\{1}!




Megoldas (c)

Anevezd x =2 esetén 0. Alakitsuk a nevezot szorzatta! Ha ranézésre
nem megy, hasznaljuk a gyoktényezds alakot:

5+V52-4-6 5%1
2 3

X| o= x% = 5x+6=(x - 2)(x - 3).

Igy a hatdrértékre kapjuk:
fim — =%  _fim F=4 g L g
=2 X2 -5%x+6 152(x-2)-(x=3) x=2x-3

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



Megoldas (d)
Hasznaljuk ki az abszolut érték fogalmat.

Ha pozitiv x,, szdmokon 4t tartunk 0-hoz, akkor | x,| = x,,, igy a jobb
oldali hatarérték:
|xn| X

lim = lim 2 =1.
n»=>0Xx, x-0X,

Ha negativ x,, sorozattal tessziik meg ugyanezt, akkor |x,| = —x,,, igy
a bal oldali hatarérték:
‘xn’ —X

lim = lim —2%= -],
x, 20 Xx, x50 Xx,

Mivel a bal oldali €s a jobb oldali hatarérték nem egyenld, ezért a fligg-
vénynek a 0 pontban nincs hatarértéke.

Megjegyzés: Ha az atalakitasok soran nem sikeriil olyan fliggvénnyé€ alakitanunk
a feladatot, amely a vizsgdlando pontban folytonos, akkor a bal és jobb oldali
hatarértékek osszehasonlitasaval probilkozhatunk.

Sin x

A tortes hatarértékek kozé tartoznak a feladatra visszavezethetd

hatarérték-problémak.

X

|x|={

X, ha x>0,
-x, ha x<0.




5. példa
Szamoljuk ki a kovetkez( hatarértékeket:

@) lim 3. b) tim SNX. ) lim 307X,
x—0 5x =0 X x50 9X
. sin7x . X .
d) lim : e) lim —; f) limx-ctgx;
)x—>0 sin5x )x—>0 sinx )X—>0 :
. sinx
lim .
g)x—>2n X=-2r
Megoldas (a)
. sinx .1 sinx 1 .. sinx 1
lim—=1lm -+ —=—=:lim——=—,
x—0 5x x>0 5 5.7 5 x-0 x 5
Megoldas (b)
. sin’7/ . sin’/ . sin’/
lim x=l1m7- x=7-11m x
x—=0 Xx x—0 X x—0 Ix

®

A konstans szorz6 a limesz
elé vihet6 (sorozatok),

: sin7x sinx
illetve 4.4 i

Xn XI7
részsorozata.




Megoldas (c)

. sin7/x .7 sin7x 7 .. sinTx 7
lim = lim —- =—-lim = —,
x—0 5Sx x—05 Tx 5 x-»0 Tx 5

Megoldas (d)
sin 7x sin7x sin 7x
. sin7x . X .1 Ix T s Tx 7
lim — = lim — = lim —- — =—-1lim — ==
x—0 sInSx  x—0 SInSx x50 5 sin Sx 5 x—0 SinSx 3 .
— 5— 5— Altalaban azok a nehezebb
X X i feladatok, melyekben
tobb egyszerti fogast kell
egymas utan alkalmazni.
Megoldas (e)
: . 1 1
lim 'x = lim sinx sin x =1 ﬁ
x—0 SInx x—0 llm
X x—0 X

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



Megoldas (f)

lim x -ctgx = lim x - — X
x—0 x—0 sinx x—0 lim
x—0 Xx

COS X 1

Megjegyzés: Az x =0 helyen cosx folytonos, és értéke 1.

Megoldas (g)
m sinx_ _ lim sin [(x —27) + 27t] ~ lim sin(x — 27) p———
¥39% X — 2% 5% X— 20 5208 X—21

A problémat azon atalakitdsok megtalédldsa jelenti, melyek segitségével
nevezetes hatarértékre tudjuk visszavezetni az eredeti feladatot.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)

= lim cosx - =l-%=l.

sin(a+ B) =
= sina-cos + cosa-sinf




Kovetkezo feladataink végtelenben vett hatarértékek meghatarozasat
kérik. Az ilyen tipusu példakat Iényegében a sorozatoknal megismert
fogasokkal lehet megoldani, ,,csak’ arra kell vigyazni, hogy a végte-
lennek elgjele 1s van.

6. példa

Szamoljuk ki a kdvetkezd hatarértékeket:

i X3 —12x+1 5 lim x4 —7x2
x—o0 13x3 +100x2 + 5’ X——o0 X3 4+3x°

—Xx-7

¢) lm (Va2 +5x=7-2x):  d) fm [
X— oo X—>o0 2X - 3

Megoldas (a)

7_£+L
- T3 —12x +1 _ im x2 x3 _17
x>0 1303 +100x2 +5 x> 3, 100 5 13
3
.

X



Megoldas (b)

7
. x4 —Tx? . X
lim — lim = 0
X——oco X +3x x_>_°°1+i
X
Megoldas (c)
lim (V4x2+5x — 7 - 2x) =
X—>o0
I (Vax?+5x -7 - 2x) - (VAxZ +5x = 7 + 2x)
= I1im -
X—>00 \/4x2+5x—7 + 2x
e 7
. 4x2+5x—7—4x2 ; X S
= lim = lim =
x—>°°\/4x2+5x—7+2x X—yee 4_,_2_1 49 g
¥ X

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



Megoldas (d)

ox 1Y’ 2 Y
lim =lim |1+ =
X—oo 2x — 3 X—>o0 2x — 3

1 —-x-7 1 -(x-1,5)-8,5
= lim |1+ = lim |1+ =
X—>o0 x—1,5 X—l,s

- -1 | e
=| lim |1+ - lim |1+ =e¢ 1
X—>o0 X — 1,5 X—>o0 X — 1,5

A kovetkez0 két feladatban azt vizsgaljuk, hogy folytonos-e a fliggvény
az adott értelmez€si tartomanybeli pontban — vagy folytonossa tehet6-e ott.

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



1. példa
Hol folytonos a kovetkezd fliggvény?

wa
=9 ta xeR\{-7;0},
f(x)=<X +7x
2, ha x=-7,
5 ha x=0.

Megoldas

A fiiggvény minden olyan pontban, ahol a tort értelmezve van, folytonos.

A tort x; =7 és x, = 0 pontban nincs értelmezve, de megadtuk, hogy

itt milyen ért€keket vegyen fel f(x). Ha a fliiggvénynek van hatarértéke

x; = -7 pontban, €s az egyenl0 f(—7)-tel, akkor a fliggvény folytonos:
. x=49 . x=T7

lim = lim =

5 2,
F=-T x4 Ix #=2-T X

Mivel az adott pontbeli hatarérték és fliggvényérték megegyezik, ezért
f(x) folytonos x; =—7-ben. Lassuk most x, = 0-t! Ugyanigy:
x%—-49 x=17 1

Iim 5 = lim =1-7:-1lim —.
x>0 x“+7x x50 Xx x—0 X

Az f(x) fliggvény csak az x, = 0 pontban nem folytonos.

Mivel a hatarérték nem
véges, ezért nem is tudunk
megadni olyan értéket

az 5 helyett, amelyre

a fliggvény folytonossa
valna.




8. példa

Folytonos-e az x = 0 pontban az alabbi fiiggvény? Ha nem, akkor meg-

adhato olyan érték a 3 helyett, amelyre mar az?

f(x)=9 x2

in2
SIN3X  ha xeR\{0},
3 ha o x=0

Megoldas

Az el6z6 példahoz hasonldan:

o 5 : 2
@ g, (51“3’“) =9,
x—0 (3X) 3x

Mivel x=0-beli f(0) fliggvényért€k nem egyenld a hatarértékkel,
ezért a fiiggvény ebben a pontban nem folytonos. De ha kicseréljiik
a megadasban szerepl6 3-at 9-re, akkor a fiiggvény folytonossa valik.



Felhasznalt irodalom:

Mozaik Kiado: SokszinU matematika - Az analizis elemei tankdnyy, 11-12.

évfolyam emelt szint (21-97. oldal) Murun[u




Feladatok:

. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd fiUggvenyek hatdrertekét x=0 helyen.

h) lim
) x—0 X

2

. X
c) lim —
x—-0Xx+1

. 2x%-7x
d) hnl————g
x—0 5x3—x

: Vx+4-2
eﬁ lim ——
x—0 X

Osszedllitotta: Bolesfoldi Tinde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



2. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd fUggvenyek hatdréertekét a megadoftt helyen.

,)]jnlzxz_zx
a ———————————————
x—1 x3-x2

. x%2-2x-3
b)]lnl————j;—

x—=3 9—x

. Xx%2-8x+12
c) lim >

x—2 X“—6x+8

. x%47x+10

) lim

x—>—2 X%245x+6

. x%-1
e) lim 3
x—>1x°>—1

. x%*-16
lim
x—2 X—2

hnl( 2 _ 3 )
ngxﬁl 1-x2 1-x3

x"—-1

A7) lim
x->1 x—1

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



3. Hatdrozzuk meg a megadott fluggvények
hatdrértékét a megadoftt helyen.

. Sin3x
2) lim
x=0 X A7 £ __ Sinx f 2 vt fikonia:
. sin5x z f:R\{0} - ]R;f(x) = uggvenyt grarikonja:
p)  lim
x—0 3x
. Sin 5x
o) lim=
x—0 Sin 2x .
. sinx \—/
d) lim —_— il M|
x—0 tgXx |
. tg 3
e) lim £°%
x—-0tg7x
. 1-cosx
o lim=— :
X— s .
. Tétel: im——= =1
2 lim(x - ctgx) x-0 X
x—0
h lim 1—cos x
) x—0 x?
, . Vsin x+4—V4—sin x
/) lim
x—0 X

) . Sinx-sina

J) lim —
xX—a X—a

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-

matek.webnode.hu)



4. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd fUggvények 5. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd figgvények

hatdarértékét +oo-ben. hatdarértékéet a —oo-ben.
5x+7 2
lim . 2x“—15x+13
a) X—00 x_7x2 3) xl_l)r_rloo 3x2_x3
3x%2-5x+7 2
b lim —————— . 2x°+2x+7
) x—o00 4x—5x2 b) xl—l>r—noo 4x2—x49
4_r.3 2_ . :
c) lim 2X TTXTHINTSXAT c)  lim (sinx — x)
X—00 4x—5x2%—x* X—>—00
. (3x2-5x+7)(x%+x-2) . Vx2+2x-9
4)  lim d)  lim ———
X—00 (4x—5)(x3-5x) x—>—oo 3x-—1
. 8x7-5x+7 o) lim (Vx2+8x+3—VxZ+4x +7)
e)  lim 2_3 X——00
x—oo 4x4—x
. Vx2-5x+7
A lim ————
X—00 4x
—5x+7

lim ——
g) x—00 V4x—5x2

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)



é.

Folytonosak-e az alabbi fUggvények
az x=2 helyene
N xX—2
a) X 22
b N xX—2
2 x2—4
. x%—-4
9 X x—2
(2
xX<—4
d) X S x_z,hax¢2
\0,25, hax =2
( -2
e) X {x°—
\0,25, hax = 2

Osszedllitotta: Bélcsfoldi Tunde (bolcsfoldi-
matek.webnode.hu)

/.

Valasszuk meg a p paraméter értékét ugy,
hogy a fUggvény folytonos legyen!

. 3x—2, hax <5
9 X xX+p, hax =5

, . 2x+5, hax <5
)X px + 10, hax =5

4x—2 hax <5
px+p, hax =5

C) X —

, hax =2
p, hax = -2

) x>



