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Tekintsük az 𝑓:ℝ \{0} → ℝ, 𝑓 𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
függvényt.  

Ez a függvény páros, mivel  
sin(−𝑥)

−𝑥
=

−𝑠𝑖𝑛𝑥

−𝑥
=

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
, ezért elegendő a 

pozitív tagokból álló 𝑥𝑛 sorozatokat vizsgálni.

Ábrázoljuk egy koordinátarendszerben az 𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑡𝑔𝑥 értékeit, ha 

0 < 𝑥 <
𝜋

2
(lásd ábra).

Határozzuk meg az ábrán látható OCB háromszög, OCB körcikk és 

ODC háromszög területét:
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OCB háromszög területe: 

OC=1 oldalhoz tartozó magasság sinx, ezért 𝑇𝑂𝐶𝐵 =
1∙𝑠𝑖𝑛𝑥

2

OCB körcikk területe: 

az ív és a sugár szorzatának a fele, ezért 𝑇𝑂𝐶𝐵∡ =
1∙𝑥

2

OCD háromszög területe:

OC=1 oldalhoz tartozó magasság tgx, ezért 𝑇𝑂𝐶𝐷 =
1∙𝑡𝑔𝑥

2

A területek között nyilvánvalóan fennáll az alábbi egyenlőtlenség-lánc:

𝑇𝑂𝐶𝐵 < 𝑇𝑂𝐶𝐵∡ < 𝑇𝑂𝐶𝐷.
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Tehát:
𝑇𝑂𝐶𝐵 < 𝑇𝑂𝐶𝐵∡ < 𝑇𝑂𝐶𝐷, azaz

sin 𝑥

2
<

𝑥

2
<

𝑡𝑔𝑥

2
, amiből

sin 𝑥 < 𝑥 <
sin 𝑥

cos 𝑥
.

Bármely hegyesszög szinusza pozitív, ezért ha vele végig osztunk, a relációs jel nem változik.

A reciprokukat véve viszont fordul a relácós jelek iránya: 

1 >
sin 𝑥

𝑥
> cos 𝑥.

Ha 𝑥𝑛 → 0, akkor 1 → 1 és cos 𝑥𝑛 → 1 (mivel a koszinusz függvény folytonos).

A rendőrelv alapján ebből következik, hogy 

lim
𝑥𝑛→0

sin 𝑥𝑛
𝑥𝑛

= 1.
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Kidolgozott mintafeladatok:
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Felhasznált irodalom:
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 Mozaik Kiadó: Sokszínű matematika - Az analízis elemei tankönyv, 11-12. 

évfolyam emelt szint (91-97. oldal)



Feladatok:

1. Határozzuk meg a következő függvények határértékét x=0 helyen.

a) lim
𝑥→0

2𝑥−5

𝑥+6

b) lim
𝑥→0

𝑥2−2𝑥

𝑥

c) lim
𝑥→0

𝑥2

𝑥+1

d) lim
𝑥→0

2𝑥2−7𝑥

5𝑥3−𝑥2

e) lim
𝑥→0

𝑥+4−2

𝑥
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2. Határozzuk meg a következő függvények határértékét a megadott helyen.

a) lim
𝑥→1

2𝑥2−2𝑥

𝑥3−𝑥2

b) lim
𝑥→3

𝑥2−2𝑥−3

9−𝑥2

c) lim
𝑥→2

𝑥2−8𝑥+12

𝑥2−6𝑥+8

d) lim
𝑥→−2

𝑥2+7𝑥+10

𝑥2+5𝑥+6

e) lim
𝑥→1

𝑥2−1

𝑥3−1

f) lim
𝑥→2

𝑥4−16

𝑥−2

g) lim
𝑥→1

2

1−𝑥2
−

3

1−𝑥3

h) lim
𝑥→1

𝑥𝑛−1

𝑥−1
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3. Határozzuk meg a megadott függvények 
határértékét a megadott helyen.

a) lim
𝑥→0

sin 3𝑥

𝑥

b) lim
𝑥→0

sin 5𝑥

3𝑥

c) lim
𝑥→0

sin 5𝑥

sin 2𝑥

d) lim
𝑥→0

sin 𝑥

tg 𝑥

e) lim
𝑥→0

tg 3𝑥

tg 7𝑥

f) lim
𝑥→0

1−cos 𝑥

𝑥

g) lim
𝑥→0

𝑥 ∙ ctg 𝑥

h) lim
𝑥→0

1−cos 𝑥

𝑥2

i) lim
𝑥→0

sin 𝑥+4− 4−sin 𝑥

𝑥

j) lim
𝑥→𝑎

sin 𝑥−sin 𝑎

𝑥−𝑎

Az 𝑓:ℝ \{0} → ℝ, 𝑓 𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
függvényt grafikonja:  
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4. Határozzuk meg a következő függvények 

határértékét +∞-ben.

a) lim
𝑥→∞

5𝑥+7

𝑥−7𝑥2

b) lim
𝑥→∞

3𝑥2−5𝑥+7

4𝑥−5𝑥2

c) lim
𝑥→∞

2𝑥4−7𝑥3+3𝑥2−5𝑥+7

4𝑥−5𝑥2−𝑥4

d) lim
𝑥→∞

3𝑥2−5𝑥+7 𝑥2+𝑥−2

(4𝑥−5)(𝑥3−5𝑥)

e) lim
𝑥→∞

8𝑥2−5𝑥+7

4𝑥2−𝑥3

f) lim
𝑥→∞

𝑥2−5𝑥+7

4𝑥

g) lim
𝑥→∞

−5𝑥+7

4𝑥−5𝑥2

5. Határozzuk meg a következő függvények 

határértékét a −∞-ben.

a) lim
𝑥→−∞

2𝑥2−15𝑥+13

3𝑥2−𝑥3

b) lim
𝑥→−∞

2𝑥2+2𝑥+7

4𝑥2−𝑥+9

c) lim
𝑥→−∞

sin 𝑥 − 𝑥

d) lim
𝑥→−∞

𝑥2+2𝑥−9

3𝑥−1

e) lim
𝑥→−∞

𝑥2 + 8𝑥 + 3 − 𝑥2 + 4𝑥 + 7
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7. Válasszuk meg a p paraméter értékét úgy, 

hogy a függvény folytonos legyen!

a) 𝑥 ⟼  
3𝑥 − 2, ℎ𝑎 𝑥 < 5
𝑥 + 𝑝, ℎ𝑎 𝑥 ≥ 5

b) 𝑥 ⟼  
2𝑥 + 5, ℎ𝑎 𝑥 < 5
𝑝𝑥 + 10, ℎ𝑎 𝑥 ≥ 5

c) 𝑥 ⟼  
4𝑥 − 2, ℎ𝑎 𝑥 < 5
𝑝𝑥 + 𝑝, ℎ𝑎 𝑥 ≥ 5

d) 𝑥 ⟼  
𝑥2−4

𝑥+2
, ℎ𝑎 𝑥 ≠ −2

𝑝, ℎ𝑎 𝑥 = −2

6. Folytonosak-e az alábbi függvények 

az x=2 helyen?

a) 𝑥 ⟼
𝑥−2

𝑥2−2

b) 𝑥 ⟼
𝑥−2

𝑥2−4

c) 𝑥 ⟼
𝑥2−4

𝑥−2

d) 𝑥 ⟼  
𝑥2−4

𝑥−2
, ℎ𝑎 𝑥 ≠ 2

0,25, ℎ𝑎 𝑥 = 2

e) 𝑥 ⟼  
𝑥−2

𝑥2−4
, ℎ𝑎 𝑥 ≠ 2

0,25, ℎ𝑎 𝑥 = 2


